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Αντί χαιρετισμού, ένας αποχαιρετισμός... 


Η πρώτη έκδοση του περιοδικού σημαδεύτηκε από το τραγικό 
δυστύχημα που στοίχισε τη ζωή τόσων μαθητών. Τούτες τις 
στιγμές τα λόγια αποδεικνύονται φτωχά, ο πόνος είναι ανείπω¬ 
τος. Τι μπορεί να πει κάποιος σ' ένα γονιό που έχασε ένα δεκαε- 
ξάχρονο παιδί τόσο απρόσμενα και άδικα! Πώς ν' απαντήσεις 
στα αμέτρητα "γιατί" που καίνε και θολώνουν τη σκέψη! 

Δεν θα επιχειρήσουμε ν' απαλύνουμε τον πόνο με κοινότοπα 
λόγια παρηγοριάς. Θα ήταν ανώφελο. Ίσως, περισσότερο από 
κάθε άλλον, εμείς οι εκπαιδευτικοί συμπάσχουμε ειλικρινά στο 
πένθος των γονιών. Γιατί ζούμε και εργαζόμαστε με τα παιδιά. Εί¬ 
ναι για μας αναπόσπαστο κομμάτι της ύπαρξής μας. Το μέγεθος 
της απώλειας είναι δυσβάσταχτο για όλη την εκπαιδευτική κοινό¬ 
τητα. 

Είναι βέβαιο πως κανένας δεν θα ξεχάσει. Ίσως ο χρόνος αμ¬ 
βλύνει κάποτε τον πόνο, αλλά δε θα τον σβήσει. Ας ευχηθούμε να 
είναι τα τελευταία παιδιά που θυσιάζουν τη ζωή τους και τα ό¬ 
νειρά τους στο βωμό των παραλείψεων και της αδιαφορίας. 

Η σκέψη και η αγάπη μας θα σας συντροφεύει πάντοτε. Παι¬ 
διά ... καλό ταξίδι. 


Η Συντακτική Επιτροπή 
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Απολλώνιος 

Ενα ακόμη μαθηματικό περιοδικό; 


Η έκδοση του μαθηματικού περιοδικού «Απολλώνιος» είναι πλέ¬ 
ον ένα γεγονός. 0 «Απολλώνιος» εκδίδεται και κυκλοφορεί από 
το Παράρτημα του νομού Ημαθίας της Ελληνικής Μαθηματικής 
Εταιρείας. Απευθύνεται σε μαθητές, φοιτητές, μαθηματικούς, και 
σε κάθε έναν που έχει μία ιδιαίτερη σχέση με τα Μαθηματικά. 

Η ύλη του περιοδικού κινείται γύρω από τα Μαθηματικά του 
Λυκείου. Περιλαμβάνει εργασίες πάνω σε μαθηματικά θέματα, στήλες που θα αποτελέσουν 
μόνιμη βάση του περιοδικού, στήλες αλληλογραφίας, αλλά και στήλη με ειδήσεις γύρω από 
την δραστηριότητα του Παραρτήματος Ημαθίας της Ελληνικής Μαθηματικής Εταιρείας. Ειδικά 
τώρα που το Παράρτημά μας έχει την τιμητική ευθύνη της διοργάνωσης του 20 ου Συνεδρίου 
Μαθηματικής Παιδείας που θα διεξαχθεί στη Βέροια στις 7, 8 και 9 Νοέμβρη του 2003, το 
περιοδικό μας θα ενημερώνει τους αναγνώστες του σχετικά με την πορεία προετοιμασίας 
του Συνεδρίου. 

Φιλοδοξία της Συντακτικής Επιτροπής είναι να ενεργοποιήσει αρχικά τους μαθητές, 
τους φοιτητές και τους μαθηματικούς του Νομού μας, από τους οποίους έχουμε την απαίτη¬ 
ση να τροφοδοτούν με μαθηματική ύλη το περιοδικό, φυσικά στο περιοδικό μπορούν να 
γράφουν και άλλοι συνάδελφοι και φίλοι από οποιαδήποτε περιοχή της χώρας. Το περιο¬ 
δικό αποτελεί έκδοση της Ελληνικής Μαθηματικής Εταιρείας, άρα η σχέση του με την Εται¬ 
ρεία και τις εκδόσεις της, που έχουν μία επιστημονική και ιστορική διαδρομή, είναι σχέση 
συνεργασίας και αλληλοβοήθειας. 

Η έκδοση ενός ακόμη μαθηματικού περιοδικού δεν είναι εύκολη υπόθεση. Γνωρίζουμε 
τις δυσκολίες και τα εμπόδια. Ακόμη γνωρίζουμε ότι η χώρα μας δεν έχει την «πολυτέλεια» 
της έκδοσης πολλών μαθηματικών περιοδικών. Παρ’ όλα αυτά τολμούμε, ελπίζοντας ότι η 
ποιότητα και η αποδοχή του εγχειρήματος θα είναι εκείνη που θα μας δώσει το κουράγιο να 
συνεχίσουμε. Επιζητούμε και περιμένουμε την κριτική των συναδέλφων και φίλων. Χωρίς 
αυτή δεν μπορεί να υπάρχει εξέλιξη και τελικά πρόοδος. Πιστεύουμε ότι ο «Απολλώνιος» 
με τη συμμετοχή και τη βοήθεια όλων θα αντέξει στην πίεση του ερωτήματος: «Γιατί ένα 
ακόμη μαθηματικό περιοδικό;» 



Παπαδόπουλος Κώστας 
Πρόεδρος τηςΔ.Ε. 
του παραρτήματος Ν. Ημαθίας 
της Ελληνικής Μαθηματικής Εταιρείας 
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ΕΚΔΗΛΩΣΗ 

ΓΙΑ ΤΟΝ 

ΘΕΟΔΩΡΟ Ν. 
ΚΑΖΑΝΤΖΗ 

(1937-1999) 



Τ ο Σάββατο 1 Φεβρουάριου 2003 το Παράρτημα Νομού Ημαθίας της Ελ¬ 
ληνικής Μαθηματικής Εταιρείας διοργάνωσε εκδήλωση για να τιμήσει 
τη μνήμη του μαθηματικού Θεόδωρου Καζαντζή. 



Στην εκδήλωση που πραγματοποιήθηκε στη Δημόσια Κεντρική Βιβλιοθήκη 
της Βέροιας προσκλήθηκαν και μίλησαν για τη ζωή, τις σπουδές, το επι- 
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στημονικό και διδακτικό έργο του Θεόδωρου Καζαντζή οι Χάρης Βαφειά- 
δης, Γιάννης Θωμάίδης, Νίκος Καστάνης και Ελένη Μήτσιου. 

Η εκδήλωση άνοιξε με χαιρετισμό του προέδρου της διοικούσας επι¬ 
τροπής του παραρτήματος Κώστα Παπαδόπουλου, συνεχίστηκε, μετά τις 
ομιλίες, με προβολή ταινίας από την ομιλία του Θεόδωρου Καζαντζή στο 
Συνέδριο της Ε.Μ.Ε. στην Αλεξανδρούπολη το 1996 και έκλεισε με την α¬ 
παγγελία του ποιήματος «Καλό ταξίδι Δάσκαλε...», που έγραψε ο μαθημα¬ 
τικός Θανάσης Κωνσταντινίδης. Η απαγγελία έγινε από τη μαθήτρια Σάρα 
Αντωνιάδου με τη συνοδεία βιολιού από τον Αλέξανδρο Ιωσηφίδη. 

Δημοσιεύουμε στο τεύχος αυτό του «Απολλώνιου» την ομιλία του Γιάννη Θωμάίδη, δι¬ 
δάκτορα Μαθηματικών και καθηγητή στο Πειραματικό Σχολείο του Πανεπιστημίου Μακεδο¬ 
νίας, η οποία αναφέρεται σε μερικές όψεις του διδακτικού έργου του Θεόδωρου Καζαντζή. 


Ο ΘΕΟΔΩΡΟΣ Ν. ΚΑΖΑΝΤΖΗΣ 

ΚΑΙ Η ΔΙΔΑΚΤΙΚΗ ΤΩΝ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ 

(Μια προσωπική εκτίμηση) 

Γιάννης Θωμάίδης 
Πειραματικό Σχολείο 
Πανεπιστημίου Μακεδονίας 


Π ριν αρχίσω την αποψινή ομιλία θα ήθελα να συγχαρώ τη Διοικούσα 
Επιτροπή του Παραρτήματος Ημαθίας της Ε.Μ.Ε. για την πρωτοβου¬ 
λία της να τιμήσει τη μνήμη του Θεόδωρου Καζαντζή. Η ελληνική μα¬ 
θηματική κοινότητα, ιδιαίτερα αυτή της μέσης εκπαίδευσης, δεν μας έχει 
συνηθίσει σε τιμητικές εκδηλώσεις για τα επίλεκτα μέλη της που αποχω¬ 
ρούν από την ενεργό δράση ή από τη ζωή ... 

Από την εμπειρία της προσωπικής γνωριμίας και από συζητήσεις με 
πολλούς ανθρώπους, τη γνώμη των οποίων εκτιμώ ιδιαίτερα, μπορώ να 
υποστηρίξω ότι ο Θεόδωρος Καζαντζής υπήρξε ένας προικισμένος μαθη¬ 
ματικός, ένας χαρισματικός δάσκαλος και μια πολυσχιδής προσωπικότητα. 
Από τα τρία αυτά γνωρίσματα του χαρακτήρα του αισθάνομαι όμως περισ- 
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σότερο κατάλληλος να μιλήσω για το δεύτερο, επειδή μπορώ να στηριχθώ 
αποκλειστικά σε προσωπικές εμπειρίες. 

Είναι σε όλους γνωστό ότι ο Θεόδωρος Καζαντζής αναδείχθηκε με τη 
διδασκαλία και το συγγραφικό έργο του μέσα από το φροντιστηριακό χώρο. 
Εκείνο όμως που τον έκανε να ξεχωρίζει ήταν ακριβώς η ολοκληρωτική α¬ 
ντίθεσή του με αυτό που συνήθως χαρακτηρίζει αρνητικά το συγκεκριμένο 
χώρο: Δηλαδή η ταύτιση της γνώσης με την εκάστοτε ύλη των εξετάσεων 
και η μετατροπή της διδασκαλίας και μάθησης σε μια διαδικασία 
«προπόνησης» για τις εξετάσεις. 

Είχα τη μεγάλη τύχη να γνωρίσω το Θεόδωρο Καζαντζή σε ηλικία 17 
χρονών, μόλις άρχιζα τη ΣΤ' Γυμνασίου, ενώ εκείνος, έχοντας τα διπλάσια 
ακριβώς χρόνια από μένα, ήταν συνιδιοκτήτης του φροντιστηρίου «Καζαν¬ 
τζή - Φιλίππου» και είχε μόλις εκδώσει την περίφημη δίτομη Άλγεβρα του. 1 

Την περίοδο εκείνη στα τμήματα Πρακτικής Κατεύθυνσης της Ε' Γυμνα¬ 
σίου διδάσκονταν η Άλγεβρα του Η. Ντζιώρα. Θυμάμαι ότι στο σχολείο εί¬ 
χαμε ασχοληθεί αρχικά με ένα μεγάλο κεφάλαιο του βιβλίου που αφορούσε 
τις απόλυτες τιμές, ενώ στο δεύτερο εξάμηνο με το κεφάλαιο των ακολου¬ 
θιών που περιείχε τα σχετικά με τον εψιλοντικό ορισμό του ορίου και τις ι¬ 
διότητες της σύγκλισης. Η πρώτη επαφή μας με αυτές τις έννοιες ήταν ο 
ορισμός της μηδενικής ακολουθίας, που εμφανίζονταν στο βιβλίο του 
Ντζιώρα ως εξής: 

α ν ^0 ο V ε>0 3ν 0 =ν 0 (ε): |α ν |<ε V ν>ν 0 

Η κατανόηση αυτού του ορισμού και κυρίως η εφαρμογή του για να α- 
ποδειχθεί ότι μια συγκεκριμένη ακολουθία είναι μηδενική, αποδείχθηκε α¬ 
ληθινός σταυρός του μαρτυρίου! Ύστερα από ένα δίμηνο αποκλειστικής 
ενασχόλησης με τις απόλυτες τιμές, ήταν σχεδόν αδύνατο να χειριστούμε 
τις ανισοτικές σχέσεις που είναι απαραίτητες για την απόδειξη της σύγκλι¬ 
σης μιας ακολουθίας. Ο καθηγητής του σχολείου, ο οποίος δεν καταλάβαινε 
περισσότερα από εμάς, αλλά γνώριζε καλά την κλασική άλγεβρα, παρέ¬ 
καμψε γρήγορα τον ορισμό για να ασχοληθούμε με τις ιδιότητες των ορίων, 


1 Κατά την άποψή μου, η δίτομη Άλγεβρα (1971) του Θεόδωρου Καζαντζή αποτε¬ 
λεί ένα από τα βιβλία-σταθμούς στην ελληνική βιβλιογραφία αυτού του κλάδου των 
στοιχειωδών Μαθηματικών. Τα άλλα είναι η Στοιχειώδης Άλγεβρα (1888) του Ιω¬ 
άννη Χατζηδάκι, η Μεγάλη Άλγεβρα (1944) του Αριστείδη Πάλλα και τα Αλγεβρι¬ 
κά Θέματα (1952) του Παναγιώτη Μάγειρα. 
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οι οποίες καθιστούν τον υπολογισμό τους μια διαδικασία αλγεβρικών μετα¬ 
σχηματισμών με αναγωγή σε ορισμένα βασικά όρια. Σε λίγο καιρό εγώ και 
οι συμμαθητές μπορούσαμε να υπολογίζουμε κάποια όρια ακολουθιών, αλ¬ 
λά αυτό γινόταν ερήμην της έννοιας του ορίου! 2 

Αυτά και άλλα προβλήματα με έφεραν το Σεπτέμβριο της επόμενης 
χρονιάς στο φροντιστήριο «Καζαντζή-Φιλίππου», υποψήφιο της Φυσικο¬ 
μαθηματικής, σε ένα τμήμα στο οποίο ο Θεόδωρος Καζαντζής δίδασκε, με¬ 
ταξύ άλλων, τις ακολουθίες. Στον πίνακα εμφανίστηκε πάλι ο τρομερός εψι- 
λοντικός ορισμός, αλλά τώρα συνοδεύτηκε από μια κοφτή δήλωση του Θε¬ 
όδωρου Καζαντζή: «Δε θα προχωρήσουμε βήμα παρακάτω αν δεν καταλά¬ 
βετε όλοι τον ορισμό της σύγκλισης». 

Ξεκινώντας από συγκεκριμένα, απλά παραδείγματα ακολουθιών και 
γραφικές παραστάσεις μας εξήγησε μία-μία όλες τις λεπτομέρειες του ορι¬ 
σμού, το νόημα των ποσοδεικτών, το ρόλο του δείκτη ν 0 , την κατασκευή του 
κατάλληλου δείκτη, το χειρισμό των ανισοτικών σχέσεων (αυξομειώσεων) 
με απόλυτες τιμές. Σε μια ατμόσφαιρα πραγματικής μυσταγωγίας (την πλή¬ 
ρη σημασία της οποίας εκτίμησα πολύ αργότερα), ο Θεόδωρος Καζαντζής 
μας εξήγησε ένα μεγάλο μαθηματικό επίτευγμα: Τον τρόπο με τον οποίο η 
αέναη και ασύλληπτη έννοια του απείρου μπορεί να παγιδευτεί και να ακι- 
νητοποιηθεί μέσα σε μερικές ανισότητες. 3 Την περίοδο εκείνη δεν μπορού¬ 
σαμε να συλλάβουμε την έκταση αυτού του εγχειρήματος και επειδή η δι¬ 
δασκαλία τραβούσε σε μάκρος, ορισμένοι από εμάς, έχοντας υπόψη τη 
σχολική εμπειρία και πληροφορίες από άλλα φροντιστήρια, τολμήσαμε να 
«υποδείξουμε» ότι πρέπει να προχωρήσουμε στις ιδιότητες των ορίων. Η 
απάντηση του Θεόδωρου Καζαντζή, ο οποίος δε σήκωνε μύγα στο σπαθί 
του σε ζητήματα μαθηματικής συνέπειας, ήταν κοφτή και αυστηρή: «Εγώ 
δεν πρόκειται να σας κάνω παπαγάλους, που θα υπολογίζουν όρια χωρίς 
να γνωρίζουν τι είναι όριο!». Και συμπλήρωσε με το σταθερό επιχείρημα, 
που αποτελούσε βασικό στοιχείο της διδακτικής μεθοδολογίας του και χρη¬ 
σιμοποιούσε σε όλα τα βιβλία του: «Το χρόνο που αφιερώνετε τώρα για να 
κατανοήσετε τις βασικές έννοιες και να εμβαθύνετε στον τρόπο σκέψης και 

2 Όπως είναι γνωστό, αυτή η διδακτική πρακτική αποτελεί σήμερα επίσημη οδηγία, 
με αποτέλεσμα οι μαθητές της Γ' Λυκείου να υπολογίζουν όρια συναρτήσεων α¬ 
γνοώντας ουσιαστικά τι είναι όριο. 

3 Μια μικρή εικόνα αυτής της διδασκαλίας μπορεί να αποκτήσει ο αναγνώστης αν 
ανατρέξει στις σελίδες 358 - 360 του 2ου τόμου της Άλγεβρας του Θεόδωρου Κα¬ 
ζαντζή (έκδοση 1971). 
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εργασίας, θα τον κερδίσετε πολλαπλάσιο αργότερα ». 

Την αξία αυτών των λόγων, αλλά και όσων έμαθα εκείνη την περίοδο 
την εκτίμησα αργότερα σαν φοιτητής των Μαθηματικών, όταν προσπαθού¬ 
σα να εμβαθύνω στις έννοιες της Ανάλυσης και ιδιαίτερα στη γενίκευση της 
έννοιας της σύγκλισης σε συναρτήσεις πολλών μεταβλητών ή σε αφηρημέ- 
νους μετρικούς και τοπολογικούς χώρους. Τα λόγια του Θεόδωρου Καζα¬ 
ντζή ήταν πράγματι προφητικά! 

Σαν φοιτητής και αργότερα σαν νέος μαθηματικός συναντούσα συχνά το 
Θεόδωρο Καζαντζή και συζητούσα μαζί του, κυρίως για βιβλία Μαθηματι¬ 
κών, δικά του ή άλλων. Στις συναντήσεις αυτές διαπίστωσα επίσης την κα¬ 
ταπληκτική ευστροφία του στην επίλυση προβλημάτων και ιδιαίτερα την 
ικανότητά του να ανακαλύπτει κενά και λάθη σε ζητήματα που από άλλους 
περνούσαν απαρατήρητα. Τα μαθηματικά λάθη και η ερμηνεία τους ήταν 
ακριβώς το ζήτημα που τα τελευταία χρόνια μας έφερε σε στενότερη επαφή 
και έγινε αφορμή για ορισμένες πολύωρες, έντονες αλλά και αξέχαστες συ¬ 
ζητήσεις. 

Η πρώτη τέτοια συζήτηση έγινε στις αρχές της δεκαετίας του 1990, όταν 
ετοίμαζα τη διδακτορική διατριβή μου στο Τμήμα Μαθηματικών του Α.Π.Θ. 
Εξετάζοντας τον τρόπο με τον οποίο οι τεταρτοετείς φοιτητές Μαθηματικών 
χρησιμοποιούν ορισμένες βασικές μαθηματικές έννοιες, διαπίστωσα έκ¬ 
πληκτος ότι οι μισοί από αυτούς δεν είχαν ουσιαστικά κατανοήσει την έν¬ 
νοια της απόλυτης τιμής. 

Για παράδειγμα, δεν αντιλαμβάνονταν ότι η εξίσωση: ||χ — 2| — 17| = —2 

είναι αδύνατη και προσπαθούσαν να την επιλύσουν με διαδικασίες απομά¬ 
κρυνσης απολύτων τιμών! Όταν έδειξα τα αποτελέσματα αυτά στο Θεόδω¬ 
ρο Καζαντζή και ζήτησα τη δική του ερμηνεία, αυτός ξεσπάθωσε εναντίον 
του τρόπου διδασκαλίας των Μαθηματικών στο Λύκειο και το Πανεπιστή¬ 
μιο, που οδηγεί τους νέους στην αναζήτηση της ευκολίας και στην αποστή¬ 
θιση συνταγών αντί στην προσωπική μελέτη και την εμβάθυνση. Η δική μου 
ερμηνεία, που χρησιμοποιούσε ορισμένες θεωρητικές έννοιες της Διδακτι¬ 
κής των Μαθηματικών, έριχνε το βάρος στην ανεπάρκεια των συγκεκριμέ¬ 
νων ασκήσεων (εξισώσεις με απόλυτες τιμές) για την κατανόηση της από¬ 
λυτης τιμής και ειδικότερα στον καθιερωμένο τρόπο αντιμετώπισής τους 
(απομάκρυνση απολύτων τιμών με διάκριση περιπτώσεων, πίνακες προ- 
σήμων κ.λπ.) Ο Θεόδωρος Καζαντζής θεώρησε αυτές τις θεωρητικές ερμη¬ 
νείες περιττή πολυτέλεια: «Το πράγμα είναι ολοφάνερο », μου είπε. 
«Ύστερα από τρία χρόνια στο Λύκειο και τέσσερα στο Πανεπιστήμιο οι φοι- 
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τητές δεν έχουν καταλάβει τι είναι απόλυτη τιμή. Χρειάζεται και άλλη απόδει¬ 
ξη για την κατάντια του συστήματος;» 

Εγώ βέβαια επέμεινα στην ανάγκη βαθύτερης μελέτης του προβλήματος 
και έτσι η συζήτηση έφτασε στο επίμαχο ζήτημα της Διδακτικής των Μαθη¬ 
ματικών. Την εποχή εκείνη είχε δημιουργηθεί, με αφορμή τους διδάσκοντες 
στα Περιφερειακά Επιμορφωτικά Κέντρα, μια μεγάλη οξύτητα γύρω από 
τον όρο «Διδακτική των Μαθηματικών» και ο πολυμήχανος Θεόδωρος Κα¬ 
ζαντζής είχε επινοήσει τον όρο «Παραδιδακτική» για να εντάξει σ’ αυτή την 
περιοχή, όπως έλεγε, όσους ασχολούνται με τη Διδακτική των Μαθηματι¬ 
κών χωρίς να ξέρουν Μαθηματικά. Και επειδή ήταν επιμελής αναγνώστης 
όσων γράφονταν στα διάφορα ελληνικά περιοδικά, άρχισε να μου αναφέρει 
σχετικά παραδείγματα. Στο σημείο αυτό διαφωνήσαμε ριζικά. Η δική μου 
πεποίθηση, εδραιωμένη στη μελέτη της ξένης βιβλιογραφίας, ήταν ότι οι 
έρευνες της Διδακτικής των Μαθηματικών ασχολούνται με ένα ευρύτατο 
φάσμα εννοιών, από το Νηπιαγωγείο μέχρι το Πανεπιστήμιο και παράγουν 
πολύ χρήσιμα αποτελέσματα για τη διδακτική πράξη. Για ποιο λόγο π.χ. 
πρέπει να αποκλείσουμε, ως χαμηλού μαθηματικού επιπέδου, τις έρευνες 
που ασχολούνται με τις δυσκολίες των μαθητών του Δημοτικού να κατανο¬ 
ήσουν την έννοια του κλάσματος; Και σε τελευταία ανάλυση, την κατάσταση 
ενός πεδίου ερευνών, όπως η Διδακτική των Μαθηματικών, δεν μπορούμε 
να τη χαρακτηρίσουμε παίρνοντας υπόψη μόνο τα αποτελέσματα που πα- 
ράγονται σε μια συγκεκριμένη χώρα. 

Η δεύτερη συζήτηση για το ζήτημα της Διδακτικής προκλήθηκε από το 
Θεόδωρο Καζαντζή λίγα χρόνια μετά, όταν με φώναξε στο σπίτι του και μου 
έδωσε να διαβάσω το χειρόγραφο μιας εργασίας που μόλις είχε ολοκληρώ¬ 
σει. 4 Στη εργασία αυτή, με εκπληκτική διεισδυτικότητα και καυστικό ύφος 
που φτάνει στα όρια της λογοτεχνικής σάτιρας, ο Θεόδωρος Καζαντζής α¬ 
ποκαλύπτει μια σειρά απίστευτων μαθηματικών λαθών ενός βιβλίου Ανά¬ 
λυσης για της εξετάσεις της 1 ης Δέσμης, που είχε κυκλοφορήσει σε πολυτε¬ 
λή έκδοση πριν λίγα χρόνια, με συγγραφείς γνωστά ονόματα φροντιστών 
και στελεχών της δημόσιας εκπαίδευσης. 

«Τι ερμηνείες δίνει η Διδακτική των Μαθηματικών γι’ αυτό το φαινόμενο ;» 
με ρώτησε σαρκαστικά. « Αυτοί που τα έγραψαν, επικαλούνται τη μεγάλη 
εμπειρία και τις γνώσεις τους για να βοηθήσουν δήθεν τους υποψήφιους της 
1 ης Δέσμης. Στην πραγματικότητα όμως τους εξαπατούν, πουλώντας ένα 


4 Η εργασία αυτή, που παραμένει ανέκδοτη, είναι μάλλον και η τελευταία που έγραψε. 
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πολυτελές περιτύλιγμα, γεμάτο προχειρότητες και λάθη. Αυτά τα βιβλία δεν 
μορφώνουν, αποβλακώνουν! Να το εκπαιδευτικό, κοινωνικό και εθνικό κα¬ 
τάντημα στο οποίο έχουμε φτάσει /» 

Ακολούθησε ένας χειμαρρώδης, επικριτικός λόγος που επεκτάθηκε στις 
επιχειρούμενες τότε (1997) αλλαγές στο Λύκειο, την αναδιάταξη της ύλης 
των Μαθηματικών και ιδιαίτερα την αξιολόγηση με τις λεγάμενες «ερωτήσεις 
αντικειμενικού τύπου». 5 

Φυσικά ήταν αδύνατο εκείνη τη στιγμή να ανταποκριθώ στην πρόκληση 
και να επιχειρήσω "ερμηνείες». Ο Θεόδωρος Καζαντζής έθεσε μέσα σε λίγα 
λεπτά, με το δικό του μοναδικό τρόπο, ένα πλήθος από ζητήματα που αφο¬ 
ρούν τη μαθηματική (και όχι μόνο) εκπαίδευση. Επιβεβαίωσε έτσι για άλλη 
μια φορά ότι η Διδακτική των Μαθηματικών αποτελεί ένα δύσκολο πρόβλη¬ 
μα στο οποίο, εκτός από τα Μαθηματικά, πρέπει κανείς να λάβει πολύ σο¬ 
βαρά υπόψη την επίδραση πολλών άλλων παραμέτρων. 

Ο Θεόδωρος Καζαντζής υπήρξε για μένα και πιστεύω για πολλούς που 
βρίσκονται σήμερα σ’ αυτήν την αίθουσα ένας δάσκαλος με καθοριστική 
επίδραση, τόσο στον τρόπο που μάθαμε Μαθηματικά, όσο και στο τρόπο 
με τον οποίο προσπαθούμε να διδάξουμε Μαθηματικά σε άλλους. Εύχομαι 
στο Παράρτημα Ημαθίας της Ε.Μ.Ε. να συνεχίσει την παράδοση που εγκαι¬ 
νιάζει απόψε, με τη διοργάνωση τιμητικών εκδηλώσεων και για άλλους λα¬ 
μπρούς δασκάλους των Μαθηματικών του βορειοελλαδικού χώρου. 


5 Οι απόψεις του Θεόδωρου Καζαντζή για το συγκεκριμένο ζήτημα έχουν κατατεθεί 
στην εργασία του «Η απομυθοποίηση των Ιθβίε πολλαπλής επιλογής» που 
δημοσιεύτηκε στο περιοδικό Μαθηματική Παιδεία, τεύχος 2, σσ. 19-27 (1996). 
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ΕΡΓΟΓΡΑΦΙΑ 
ΘΕΟΔΩΡΟΥ Ν. ΚΑΖΑΝΤΖΗ 
(1937-1999) 


Α': ΒΙΒΛΙΑ 


1. Άλγεβρα δια τους υποψηφίους των Ανωτάτων σχολών και ιδιαιτέρως 
Πολυτεχνείου-Φυσικομαθηματικής, (σελ. 142+16+154), Φροντιστήρια Ευ¬ 
κλείδης, Θεσσαλονίκη 1967. 

2. Άλγεβρα δια τους υποψηφίους των ανωτάτων σχολών θετικών επιστη¬ 
μών και τους μαθητάς των ανωτέρων τάξεων των πρακτικών Γυμνασίων, 

Τόμος I (σελ. 512), Βιβλιοχαρτοπωλείον ΗΛΙΟΣ, Θεσσαλονίκη 1971. 

3. Άλγεβρα δια τους υποψηφίους των ανωτάτων σχολών θετικών επιστη¬ 
μών και τους μαθητάς των ανωτέρων τάξεων των πρακτικών Γυμνασίων, 

Τόμος II (σελ. 533), Βιβλιοχαρτοπωλείον ΗΛΙΟΣ, Θεσσαλονίκη 1971. 

4. Πολυώνυμα, (σελ. 355), Εκδόσεις Γ. Αθανασιάδη - Σ. Τορνικίδη, Θεσσαλονί¬ 
κη 1977. 

5. Άλγεβρα δια τους υποψηφίους των ανωτάτων σχολών θετικών επιστη¬ 
μών και τους μαθητάς των ανωτέρων τάξεων των πρακτικών Γυμνασίων, 

Τόμος I (σελ. 625), Θεσσαλονίκη 1978. 

6. Άλγεβρα, Τόμος Β' (σελ. 482), Εκδόσεις Παπαδημητροπούλου, Αθήναι (χ.χ.). 

7. Ασκήσεις Αναλύσεως, (σελ. 36), Θεσσαλονίκη 1978. 

8. Συναρτήσεις, Τεύχος πρώτο (σελ. 242), Τυποεκδοτική, Θεσσαλονίκη 1979. 

9. Συναρτήσεις, Τεύχος δεύτερο (σελ. 248), Τυποεκδοτική, Θεσσαλονίκη 1980. 

10. Αριθμοθεωρία (σελ. 163), Τυποεκδοτική, Θεσσαλονίκη 1980. 

11. Ακολουθίες, (σελ. 214), Εκδόσεις Σπηλιώτη, Αθήνα 1990. 

12. Παράγωγοι, Τεύχος 1 (σελ. 413), Εκδόσεις Σπηλιώτη, Αθήνα 1991, 1994 2 . 

13. Άλγεβρα Β 'Άυκείου, Τεύχος 1 (σελ. 295), Εκδόσεις Πελεκάνος, Αθήνα 1991. 

14. Εξετάσεις ’93 - Διαγωνίσματα, (σελ. 174), Εκδόσεις Μαθηματική Βιβλιοθήκη, 
Θεσσαλονίκη 1993 (με τη συνεργασία της Ε. Μήτσιου). 

15. Εξετάσεις ’94 - Προβλήματα, (σελ. 181), Εκδόσεις Μαθηματική Βιβλιοθήκη, 
Θεσσαλονίκη 1994 (με τη συνεργασία της Ε. Μήτσιου). 

16. Ολοκληρώματα, (σελ. 490). Εκδόσεις Μαθηματική Βιβλιοθήκη, Θεσσαλονίκη 
1994. 

17. Εξετάσεις ’95 - Θέματα, Εκδόσεις Μαθηματική Βιβλιοθήκη, Θεσσαλονίκη 
1995 (με τη συνεργασία των Γ. Μαυρίδη και Ε. Μήτσιου). 

18. Πιθανότητες (σελ. 126), Εκδόσεις Μαθηματική Βιβλιοθήκη, Θεσσαλονίκη 1995. 

19. 1000 ασκήσεις ολοκληρωμάτων, Τεύχος 1 (σελ. 238), Εκδόσεις Μαθηματική 
Βιβλιοθήκη, Θεσσαλονίκη 1995. 
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20. 1000 ασκήσεις ολοκληρωμάτων, Τεύχος 2 (σελ. 176), Εκδόσεις Μαθηματική 
Βιβλιοθήκη, Θεσσαλονίκη 1996. 

21. 1000 ασκήσεις ολοκληρωμάτων, Τεύχος 3 (σελ. 278), Εκδόσεις Μαθηματική 
Βιβλιοθήκη, Θεσσαλονίκη 1997. 

22. Συνδυαστική, (σελ. 136), Εκδόσεις Μαθηματική Βιβλιοθήκη, Θεσσαλονίκη 1997. 

23. Θεωρία αριθμών, (σελ. 197), Εκδόσεις Μαθηματική Βιβλιοθήκη, Θεσσαλονίκη 
(XX·)· 

24. Τεστ πολλαπλής επιλογής για την Α ' Λυκείου, (σελ. 115), Εκδόσεις Μαθη¬ 
ματική Βιβλιοθήκη, Θεσσαλονίκη (χ.χ.). 

Β': ΑΡΘΡΑ-ΕΙΣΗΓΗΣΕΙΣ 


1. Ασκήσεις στις συναρτήσεις. Ευκλείδης Β', τόμος ΙΓ', τεύχος 5, σ. 226 (1980). 

2. Τα Μαθηματικά και η ελληνική εκπαιδευτική πραγματικότητα. Πρακτικά 1 ου 
Πανελλήνιου Συνεδρίου Μαθηματικής Παιδείας, σσ. 438-447, Ελληνική Μαθη¬ 
ματική Εταιρεία, Αθήνα, 1984. 

3. Η γραμμική εξάρτηση διανυσμάτων στη μεθοδική αντιμετώπιση προβλη¬ 
μάτων. Ευκλείδης Β', τόμος Κ', τεύχος 1, σσ. 46-50 (1986). 

4. Ασκήσεις Γ' Λυκείου. Ευκλείδης Β', τόμος Κ', τεύχος 4, σσ. 248-256 (1987). 

5. Μερικές παρατηρήσεις στο άρθρο για τις περιοδικές συναρτήσεις. Ευ¬ 
κλείδης Γ', τόμος 5, τεύχος 17, σσ. 71-75 (1987). 

6. Διδακτική και παραδιδακτική των Μαθηματικών (περίληψη). Πρακτικά 10 ου 
Πανελλήνιου Συνεδρίου Μαθηματικής Παιδείας, σ. 411. Ελληνική Μαθηματική 
Εταιρεία, Αθήνα, 1993. 

7. Μια συναρτησιακή απόδειξη της ανισότητας του Οδυοίιγ. Μαθηματική Παι¬ 
δεία, τεύχος 1, σσ.31-33 (1996). 

8. Θεμελιώδεις προτάσεις του Διαφορικού Λογισμού που προκύπτουν σαν 
απλά πορίσματα του θεωρήματος ΡθίπιαΙ. Μαθηματική Παιδεία, τεύχος 1, 
σσ.39-42 (1996) 

9. Η απομυθοποίηση των Ιθδΐδ πολλαπλής επιλογής. Μαθηματική Παιδεία, 
τεύχος 2, σσ. 19-27 (1996). 

10. Τα θεωρήματα Μέσης Τιμής του κλασικού διαφορικού λογισμού. Μαθημα¬ 
τική Παιδεία, τεύχος 2, σσ.51-67 (1996). 

11. Ένα θεώρημα του Γιάννη Αυδή για το τετράεδρο. Μαθηματική Παιδεία, τεύ¬ 
χος 2, σσ.73-75 (1996). 

12. Το θεώρημα ΟβγΙεγ - ΗβπιΜΐοη για πίνακες 2x2. Μαθηματική Παιδεία, τεύ¬ 
χος 2, σσ.101-104 (1996). 

13. Τρόποι αξιολόγησης των υποψηφίων για τα ανώτερα και ανώτατα εκ¬ 
παιδευτικά ιδρύματα της Χώρας. Μαθηματική Παιδεία, τεύχος 3, σσ. 19-27 
(1997). 

ΣΗΜΕΙΩΣΗ: Ο Θεόδωρος Καζαντζής έλαβε μέρος ως εισηγητής και σε άλλα συνέδρια της 
Ελληνικής Μαθηματικής Εταιρείας, αλλά τα κείμενα των εισηγήσεων του δεν έχουν κα- 
ταχωρηθεί στα αντίστοιχα Πρακτικά. 





ΒΑΣΙΛΕΙΟΝ ΤΗΣ ΕΛΛΑΔΟΣ 

ΥΠΟΥΡΓΕΙΟΝ ΕΘΝΙΚΗΣ ΠΑΙΔΕΙΑΣ ΚΑΙ ΘΡΗΣΚΕΥΜΑΤΩΝ 


ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ 

Ε' ΓΥΜΝΑΣΙΟΥ 

(ΘΕΤΙΚΗΣ ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΕΩΣ ) 

ΤΟΜΟΣ ΠΡΩΤΟΣ 

ΗΑΙΑ Β. ΝΤΖΙΠΡΑ 


ΟΡΓΑΝΙΣΜΟΣ ΕΚΔΟΣΕΩΣ ΔΙΔΑΚΤΙΚΩΝ ΒΙΒΛΙΩΝ 
ΑΘΗΝΑΙ 1968 



ΜΗΔΕΝΙΚΑΙ ΑΚΟΛΟΥΘΙΑΙ ΠΡΑΓΜΑΤΙΚΩΝ ΑΡΙΘΜΩΝ 


§ 120. Ορισμός.— Εστω ή ακολουθία α ν , ν = 1,2,. . . μέ γενικόν όρον 
α, — ( —1)' '· , ήτοι ή ακολουθία : 

'·-τ·τ·-τ. (-')·" ■■■ 

ΑΟτη τταρίσταται γραφικώς ώς εις τό κατωτέρω σχήμα έμφαίνεται. 

Ας θεωρήσωμεν τώρα ένα θετικόν αριθμόν ε, π.χ. τόν ε= 0,17, ώς έπίσης 
καί τάς εΟθείαζ μέ έξισώσει$ γ = ε — 0,17 καί γ=—ε=—0,17, αΐ όποϊαι 
είναι παράλληλοι πρό; τόν άξονα των χ καί ορίζουν επί τοϋ επιπέδου των αξό¬ 
νων μίαν «ταινίαν» (βλ. Σχ. 9) 



Παρατηρουμεν εις τό άνωτέρω σχήμα, ότι τά σημεία Μ,, Μ 2 , Μ 3 , Μ 4 καί Μ 6 
κείνται έκτος τής ταινίας, ένω τά άπό του δείκτου ν — 6 καί «τιέηαν» αντίστοιχα 
σημεία, ήτοι τά Μ 0 , Μ-, Μ 8 ,. . . εύρίσκονται δλα εντός τής ταινίας των δύο 
παραλλήλων ευθειών ν ε καί γ — ε. Τούτο σημαίνει ότι αί τετσγμέναι των 
Μ,, Μ 2 , Μ 3 , Μ 4 καί Μ 5 , ήτοι οί όροι α,, α 2 , α : „ α.„ α 5 τής έν λόγω ακολουθίας 
κείνται έκτος τού ανοικτού διαστήματος (— ε, -μ ε ), ένω οί άπό τού δείκτου 
ν 6 καί πέραν αντίστοιχοι όροι, ήτοι οί : α 6 , α-, α 8 ,. . . κείνται δλοι εις τό 
ανοικτόν διάστημα (— ε, ε ), δηλαδή εις μίαν περιοχήν τού μηδενός, καθόσον 
τό ( — ε, + ε ) γράφεται καί οϋτω : (0 — ε, 0-(-ε). 

Ώστε: -ε<α ν <+ε V ν^ν 0 =6 (ε = 0,17) 

ή ίσοδυνάμως : 

|α ν | < ε V ν^ν 0 = 6. 

Έάν τώρα λάβωμεν ένα άλλον θετικόν αριθμόν ε, μικρότερον τού προηγου¬ 
μένου, π.χ. τόν ε - 0,09, καί έπαναλάβωμεν τά άνωτέρω, τότε καταλήγομεν 
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είς τό συμπέρασμα ότι τά σημεία Μ 1( Μ 2 ,. . . καί Μ η κεϊνται έκτος τής ταινίας 
των δύο παραλλήλων ευθειών γ = ε =- 0,09 καί γ — — ε — — 0,09, ένω τά άπό 
του δείκτου ν = 12 καί πέραν αντίστοιχα σημεία, ήτοι τά Μ 12 , Μ 13 ,. . Μ ν ,. .. 
εΰρίσκονται εντός τής έν λόγω ταινίας, δηλαδή αϊ τεταγμέναι των σημείων τού¬ 
των, ήτοι οΐ όροι : α 12 , α 13 ,. . ., α,.τής έν λόγω ακολουθίας κεϊνται εις τό 

ανοικτόν διάστημα ( — ε, 4- ε ), ήτοι ισχύει : 

— ε < α ν < + ε V ν = ν ο -12 (ε = 0,09) 

ή ΐσοδυνάμως : 

α ν < ε V ν — ν ο= 12· 

Έκ των ανωτέρω τταρατηροϋμεν ότι εις έκάστην έκλογήν τού θετικού αρι¬ 
θμού ε υπάρχει είς δείκτης ν 0 , ό όποιος έξαρτάται άπό τόν ε, ήτοι ν 0 - ν 0 (ε). 
Οΰτω, διά ε = 0,17 έχομεν, ώς έλέχθη ανωτέρω, ν 0 — ν 0 (ε) 6, ένω διά ε 0,09 

έχομεν ν 0 = ν 0 (ε) = 12. 

Τήν έν λόγω ακολουθίαν α ν , ν— 1, 2,. . . μέ α ν (—1)' 1 ■ ν > ή όποια 

πληροί τά ανωτέρω χαρακτηρίζομεν ώς «μηδενικήν ακολουθίαν». 

Γενικώς : Μία άκολονΟία πραγματικών αριθμών α, , ν 1,2,... καλείται 
μηδενική ακολουθία καί θά σνμβολίζωμεν τούτη με α,. —> 0 τότε, καί μόνον τότε, 
αν : διά κάθε ε> 0 ύπάρχτ] δείκτης ν 0 ι·„ (ε) (έξαρτώμενος, έν γίνει, έκ του ε) 
τοιοντυς, ώστε νά ισχία/ : 

| α,. | < ε διά κάθε ν & ν„ (ε). 

Συντόμως, μέ χρήσιν τών γνωστών μας συμβόλων, ό ορισμός ουτος δί¬ 
δεται ώς εξής : 

α ν -»- 0 -«=► V ε > 0 3 ν 0 = ν 0 (ε) : α ν | < ε V ν ^ ν ο 


§ 121. Παραδείγματα μηδενικών ακολουθιών. 

Ιον. 77 σταθερά άκολονΟία α, = 0, ν 1.2,... είναι μηδενική άκολονΟία. 
2ον. Ή ακολουθία α, = -- , ν---- 1,2,... είναι μηδενική, διότι διά τυχόντα 

V 

θετικόν αριθμόν ε υπάρχει δείκτης ν 0 = ν η (ε), καί ώς τοιοΰτος δύναται νά ληφθή 

1 _ 1 
έδώ είς φυσικός αριθμός μεγαλύτερος τού ^ *’ τοιούτος, ώστε διά κάθε ν =£ ν 0 > ^ 

111 11 
ισχύει : I α ν = 1 — = —^ - < ε, διότι εκ της ν 0 > =>■ < ε · 

Λ ι ν ν ν 0 ε ν 0 

"Ωστε έδείχθη ότι : 

V ε > 0 3 ν 0 = ν 0 (ε) ^άρκεΐ νά ληφθή ν 0 & ^ : | α ν | = | υ < ε V ν - ν "' 

1 1 

* Τούτο σνμπεραίνομεν, διότι Ισχύει : | α ν | = —- <ε -<=>- ν> £ · 
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\εατ. 


Καζαντζή 


ΟΙλγεβρα. 

Γόμοί Π 


Λιά τον ί ίηομηψίοι * ττεν άνιετάτινν οχο- 
τΐινν θετικών έττιοτημιϊν και τοί% μαθη- 
τά< ιόν άνωτεμινν τάίριεν ιόν ημακτικόν 
ΙΊμναοίινν. 


θεό&αιΐοΐ'ίκη 19 74 



Οορι/Γ&Μ 04 /. Τη. 

/4παρορ>ενεταν παοα άν δβίρ η εν ρΐ&ρετ α-νοιδημοοιευοια ^ 
οίν&ν τηρ έρνραψον άδ&ίαα τον ονρρραφέχνα 


ΘΕΟΔΩΡΟΣ ΚΑΖΑΝΤΖΉ 

μαοηματικοχ 

Δ* ΓΟΥΝΑΡΗ 5<5 - ββϊ)ΗΙΚΗ 

Παν ρνήβιον αντίτυπου δέον να ψ&ρρ τήν ιδιόχειρον 
υπορραψήν νιοό τήν βψραρίδα του ουρρ'ραρέωρ 



εκδοτικός οικος*ΜΑΣΤΟΡΙΔΗ„ 
αγίας σοφίας 46 τηλ. 220*034 
ΘΕΣΣΑΛΟΝΙΚΗ 


ΡΟΤΌ σΡί^βί τιινηιιιλις η). 650-582 ΙμιιΙιιιμ 



“Λ φ 0£ψΛ ού ΤΌΤβ 
ΐίς 

Λία»ορ ο €μ€μ» Α'οί»«ι»*' ΑβτίΓβ» 
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νόν νόντρον ο τούτων. 

Άπόδειόις. , ύ 

^Έβτω οτι υπάρχει ναι θέροι) βτοιχέϊον 8 (β&Τέ Λ 8Φ ρ) νάνον θί)ων 
των περιοχών τον α. Τότε θα είναι 

βθ<8(α,ε) Υε>0 ναι άρα 1&-α/<ε Υε>0. 

Άφ’ετέρου, όρ όβον δφα, θά είναι /&-α. />- Ο. η > > 

Συνάμομεν Ηοιηόν 8τι ο αριθμός /δ-α/ οψειέει να είναι θετινος ναι 
μιαρότερος παντός θετινον. Τούτο όμως είναι ατοπον, διότι ώς μνωβζόν πα¬ 
ντός Θετινον αριθμόν υπάρχει μιαρότερος. 

ΙΤόριομα I. ' , , , 

Έ(ϊν α. πραγματικός αριθμός ναό β έηΐεπς πρσρμαχηι** αριθμός φα, 
ιόια υπάρχει περιοχή τον α. τοιαθζη ωβη έ 6 νά νέϋται εντός αυτής. 

Άηόδα&ς. Εις τήν εναντίαν περίηζωειν δ & Θά ή το ετοιχεΐον 8έων 
των περιοχών του α ναι άρα θα εννεπιπχε με τον α .. 

Πόριβμα 21. 

Έαν α,6 διάφορα/ όάέόέων πραγματικοί αριθμοί, τότε υπάρχουν περί- 
αχοί &{α,ε ί ) ναό &($, £ 2 ) αί όποιοι ουδόν κοινόν αοιχεϊον έχουν. 

ΆηόδειέΤις. Θεωρονμεν ζάς ηεριοοοός & όα-, & /<?) ναι ώόθ, & έζ>) οπού 
τοοανν. Έετα) οιι υπόρχχει ιιοινόν εζαιχεΐον χ των περιοοανν ζοντων. 

Τότε /χ-α-/< “%> ααί Ιβ-χ/< £ /£· ’άρα 

καί /χ-α./ + /β- χ/<<5 ναό / (χ-α) +( β-χ)!<&· 

Συνάμομεν οτι /6-ε/<ε. Εαν διά νόθε ε>0 αί ηεριοχαί & (α.,εθ 
υιοί &(β,ε) εοοουν ιιοινόν εζαιχεΐον, θά πρεπη να είναι )β-αΙ<ε Υε>0. 
Τούτο είναι αζοπον, διότι, όφου αφθ, είναι Ιβ-α-Ι>0 ναι ως μνιϋβτον, πα¬ 
ντός θετικόν όριθμοο υπάρχει θεζτνος μιαρότερος αν τον. άρα υπάρχει πε¬ 
ριοχή τον α ιιαί περιοχή τον β ανεν ονδενός νοινοΰ ετοιχείου. 
Παρατπρηεις. 

Ενας τρόπος νατα- α . £ α & α+ε 5-ε </ β 6+ε +α= 

βνευής τοιούτων περιοχών I ν//////}///ό777Α \/////έ/)////ί//Α 

είναι ιιαί ό νάτιΰθν &(α, ε) ^ 

’ΐ$ς δποθόεινμεν οτι α.Ρ.8. Τότε ό-α>0. Θετομεν ε=—ναι ϋε- 

ωροΰμεν τάς ηεριοοοός ώΘα,ε) ναι <θ(8,ε) Vχα&Έα.,ε) είναι α-ε·<'χ-ς. 
α +ε=α+ααί ’ Ϋμ&&ί6,ε) έΐυαι β-ε<ι/*ςβ+ε. ’άθέά (β-ε)- 

-(α·νε)= 6-α-2ε = 3ε-2ε = ε>0ααί όίρα αεε<8-ε. , , 

Συνάμομεν 8τι χ<ιρ \Υχ&&(α,ε) ναι Υ'μεώ(β,ε) ααί επομένως 
αί ηεριοχαί <&(α,ε) ναι ώίβ,ά) δεν έχουν νοινόν ετοιχείον. 


Θεωρία της βνμιιάίαεως. 

§ίΖ, ΤίΛανά ιμήμαζα μιας άναέονθίας 

"Οριεμος. , _ , _ ο, 

θά όνομά&ται τεβιαον τμήμα μιας αυοπουσισς < 2 /, α £ ,.. ,α ν> ...· 
θε μέρος αυτής το όποιον περιεχει δέους τους ορούς της αναέουθιας α 
ηό τίνος ώριεμένης τάάεινς- ναι εφεόής. Επί ηαραΒεΐμματι, τεέ/νά τμήμα- 


... να- 
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τα. της όταοδουθίας . είναι: 

1) η ’ίδία. άαιοδοοθΐα. . 

2) γο τμήμα, α £ , α 3 , α Α , α 3 , α δ> . 

3) τό α 3ι α. Α , α Λ α Β> α. θ , . 

Ο#, α β> α '9> °ΊΟ> . 

3) α £ ,α^,α β ,α α , . 

6) α 6 , α?, α 9 ; α ίο> α^ο, α £/ , α ££ , α £3 , . 

τι. ό'. τι. 

Υπάρχουν προφανώς άπειρα τεδ/υα. τμήματα μάς αυοήου&ίας. ΕΓυαι 
φανερόν έηιέης οη __ εάν δεωρύεωμεν τούς ορονς μάς ονοδονθίος {θ· ν } άτν 
οποίων η τάξις είναι μεραδντέρα «'λγ άριεμενου ψνεαιον αριθμόν, οντοι 
ενρνροιοΰν εν τεδηιόν τμήμα της άνοδο νΒκις. Έ/ιί παρσδείρματ ./, οι οροί 
της αιισδουθιαις {θ-ν} μό τάάιν >3 βυριιροτοϋν τό τεδινόν τμήμα 

α^ 0 , α /γ> α {Β , .]>. Ιένιιιώτερον, οί όροι μέ τάέχν μεραδνιέραν ενός ωρι- 

εμενον δεηνον αριθμόν, ενρνροζοϋν τεήηιέν τμτίμα· τής άποδονθέας. 
Ούρν η.α:. οί όροι της άαοδσυΒίας [α^} μέ τάόίιν > 6, Τ' ευραροτοΰν τό 

τεδιαόν τμήμα^α 7 ,α 8 ,α 9 ,α ω ,α η , >. 

'ΐν ζεδηιον τμήμα μιας όυοδονόϊας, περιέχει ίόδονς τούς όρους τής 
έπιοδονδίας, τη έέτΜρύοει τό ηοδν ηεπεραεμένον ηδήθονς όρων. 


Αΰΐιήαεις 

£ ' Θεαιροϋμεν την * αυοδουθιαν, {α ν } νβ ξ Έόετάβατε ποια των ιιατωΘι 
τμημάτων βίοι τεδιιιά ιιαι ποια όχι. 

/) <μα β , θ·?,α. 9 , α Η , α ί3 ,.άρ (περιέχει οδούς τούς ορούς περιττής τή¬ 
ξεως από τον πέμπτου ιιαι άφεέής). 

») <α^α Λ 

ι&/9, α Η,<2·/Λ, .> 

ΐϊΐό ό ^Ιοο, VIΙΟΙ > α/ ΟΒ , Ο-!03> .^ ^ ^ 

ινό ό^α 3 , α 6 ,α 9 , α /Β . α ί3 , . (περιέχει τούς ορούς α ν μέ ν = ποδή·3 

ιιαά ιν 39. 

α ΐ > Ό-β) α 20; α -3ί, α ^^^ α 3-^^ α 33> . 


Αηάντηοις Είναι τεήιυά τμήματα τά η, ίίί ναι νά. Τίράρμαη τό η, 
περιέχει οδούς τούς ορούς τάξέως >9.\ 

Τό ίίί) περιέχει όδονς τούς όρους μέ τόότιν >99. 

Τό νύ περιέχει οδούς τούς όρους μέ τάόιι> >30. 

Τό ίέ 'ιιαί ίνΟ δέν είναι τεδαιά τμήματα διότι Βέν υπάρχει τόκέις, τοι- 
αιίτη ωετε οδοί οί οροί μέ τόότιυ μεμαήυτέραν αύτής νά ότνήιιουν εις. τό 
τμήμα,. 


$ 43 . Ιδιότητας ίεχύονβαι ιτδηιώς δι’οδούς τους ορούς μιας άυοδονθί- 


ους. 


Λόρνμεν δη μία ίδιότης όδηθενει τεδηδός Βι’οδννς ζνίς όρους 

μιας αυοήονθάις α^,α#, α 3 ,.·.^α. ν , . τότε ναι μόνον όταν δηάρχπ εν 

τννδόχιετνυ τεδινόν τμτ>μα αότης, άΐττε ή ίίχότης νά είναι όδπθής 8/ ο- 
δονς τους όρους του τμήματος τούτον. 

Ισοδύναμος του άριεμοΰ τούτου έαιαι ο ιιάτωΒι·· 

Λέρομεν οη μία ίδτύιης αδηθεύει τεδιιανς, δί οδούς τους ορούς μνας 
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άνοδονδιαε τ ·αι,ν#,€ΐ 3 ,....,α ν , τότε ναι μόνον, όταν νηάρχη^ τόξιο ν„ 

(ρενινιότερον 6ετίνος άριδμός Ν) } ή Ιδιότης νά είναι αόηδής δι’ 

όόονς νονς όρονς α ν της σνοόονδύας με τά<&ν>ν 0 (ρένινάταρον £ό 
οόονς τονα ορονς α. ν μέ ν> Ν) 

ΠαραΒεΐμμαχα. 

/. Δίδεται ή άνοόουδία {α ν = ~2 ]»£.$}> Δε/όοχε οτι ή ιδιότης 

Ια„ /<Γ άόηΒεόει τεάινϊνς £/’ οόονς τούς ορονς της α.νο/)ονθίας. 

' ν ' ίΟ€ 

Αηόδαξιρ. 5 ; 

Θά ςυρωμεν τεόιαόν τμήμα της όαιοόουΰίας, δι’δόονς τούς ορούς 
του όποιον να είναι άάηθης η Ιδιότης /α·^/<Γ γο0 ■ 
είναι α Ρ ~ ~ 3 · ιμοι σρα /α*, ι-~^3 ■ 


ο*· 


ν 3 ^ ίΟΟ 


~> ν 3 >/00· 


υ \ί/00 <=> ν 


Ιΰχύ&ι Ι^νΚ^οβ 

>4,6 . / ε/ 

°Η ιδιότης άόηθενει Ροιηόρ διά τούς ορούς α 3 , α ε ,α-τ, α,β, υι.ο.ιι. 

5 / 7 / 9 . δΡ οδούς τούς Βρους τάά&ως > -4. 2υνεηως, άάηΰεόει, τεόινως Βι ο¬ 
δούς τούς ορονς της άνοόονθίας. 

2. θεινρονμεν την οαιοόονβίαν {α ν } με μενινον ορον 

α %) =Ι+ί-Ο**** -(γ /νεφ. Νά είεταοδη, εάν ή Ιδότης /α ν /< 10 * 
όόηθενη τεόινΖς Ει’ οόονς τόνε ορονς της ανοόοιόήις. 

Αηάντησις. 

Διά τούς όρους α ν άρτιας τάΔάνς εαχΰμεν Ε-ί) * =?-ί ναι αρα 


α ν = ί+ί-ί)+ 4 τ=Ίδ· 


Διά ν= άρτιου ί&χόει Ια^/<.·ρ^ρ- 
Οί οροί α ί02 , α {ΟΛ , α ίοε , α /α9 ...... ν.ο. ν. Βχουν Αοιηόν τόν Ιδιότητα. 

Λ ’ 1 * όΐ _. ~ _ _' Λ_. 


<=> 


^<-05^ ν > ,0 °· 


Διά τούς βρους α ν περιττής τάόεως ^ είναι 

α ν ^{+ί+-ρ· = 2+-^· ιιοά Ια ν Ι=2ι--( Γ !ν= ί,3,5, . 

Είναι φανερόν οτι 2+ -ρ- > γζΕο δια ν = ί,3,5,Ρ^ ιν.ο.υυ ναι επο¬ 
μένως, η ιδιότης Ια ν /< Έθθ’ ' οοδενα ορον περιττός τάόεως είναι αόη- 

Θές. ( , ι α ' 

Ι,νμηεραίνομεν, Βτι η ιδιότης άδηθεϋει αοριδΆς δια τους ορονς α. /02 , 
α /ΟΛ , οι ι06 , α ίοβ , α ί10 ,... ιι.ο.η. οί όποΤοι όμως 8άν ευμνψοτοΰν τεδιαον τμή¬ 
μα της άιιο/?ονθίας. 

2ημειίν6ΐς β , , 

Εις τα επόμενα, δεμοντες οτι μία ιδιότης όδηνεόει οι εν τεδινον 
τμήμα άνοδονβιάς/αό}> νεονμεν %η άδηΰεόα δι’τχδονς τούς όρους 
τον τμήματος τούτον. 
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Μηδένιιιαι άιτοθουθίαι 





*Ας θεκρήδΐυμ&ν την άοολονθίαν α. ί} ο#, α- 3 , . με, μενιναν όρον α„= 

- (ζΐ2 ν+ * ή όποια ησρίοταται μραφι&ιώς όίς τό ανωτέρω οατφια.. , 

Πσρστηροϋμεν οτι αόιδανομόνης της ηάάεως, αί ημαί των ορών αύ· 
της ευεοωρεύονται έρμος του μηδενός .; δεν παραχηρείται δέ ουεεώρευβις τού¬ 
των, έρρνς άθλου αριθμού. 

Τό φαινόμενου τούτο θά άποδώβωμ&ν αιιριόεβτερον άναόντινιως, δια των 
έάής ηαραχηρήεεων ■■ 

Ας ύηοθεειϋμεν οτι εδόϋη έ'νας θετικός αριθμός, ο η. ον. Θα <ά$5- 
τάβιομεν ηοΊοι οροί της άαοθουθίας είναι απολύτως μιαρότεροι ανίαν. 

Είναι Ια.»/ = -ρτ Ϋνοφ. Θά Εχωμεν λοιπόν [α ν /< -β- τότς ναι μό¬ 
νον όταν -β- . Αλλά ιοχύει -β <Γ ~ρ Γ< ·—·” ^ - => β δηλ. δια ν= ·4, 5, 

α-.Ε-ΐι. 

ΊΤ ίδιότης /α ν /<. 'εφ’ αληθεύει λοιπόν δι’ 8βονα τούς ορούς της α¬ 
κολουθίας μό τσάιν μςραλυτφαν τού 3. Οι οροί αυτοί ευμκροτοΰν προφα¬ 
νώς εν τελικόν τμήμα της άειολονθίαο {α ν } . 

Άς θεωρήεωμεν τώρα την ιδίαν ακολουθίαν ααι έτερον Θετικόν αριθ¬ 
μόν εοτω τόν Ι α νΙ < /000 <==> Τά~ ^ /000 <==> ν > 


ίΟΟΟ. /— Ν 3 3 3,3 Ή ίδιότης /α ρ , 


αληθεύει Τίοιπόν δι’ 


όλους τούς ορούς όηό τον ορού &33Λ καί έφεύης^ δηλαδή, &’ολονς 
τούο Ερους τάάεως > 333. Οι οροί αυτοί ουμκροτοΰν ηόλιυ εν τελικόν τμή¬ 
μα■ τής ακολουθίας, τό < α 33Α , α 33δ , α 336 , α 337 , κ.δ. ιτ. 

Παρατηροΰμεν οτι ο / δύο θεωρηδεντεο θετικοί αριθμοί β καί 
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αχανν μίαν νοινήν ιδιότητα.: Αι ’ εσαετον έ/Α'αντων, νπάρκχει τεδαιόν τμήμα 
τής άζιοδονθίας 7 ώστε οδοί οι οροί τον τμήματος σύτοΰ, νά οίνον <άηοδύτ<υς 
μιαρότεροι τον όρι&μον τούτον ίβοΒυνάμωα, υπάρχει δι εααετον των αριθμών / 
Ρμ ααί ό/ ;/000 μία. τσάς (η μ = 3 ναι ν β = 333 σντιβτοίχως ί,τοιοιύτη ώ- 
βτε οδοί οί οροί μέ τάάιν μεραδοτέραν αυτής νά είναι άηοδύτως μιαρότεροι 
τον αριθμόν τούτον. /ένναται ήδη τό ερώτημα: Οι θεωρηθεντεο Θετιιιοι αρι¬ 
θμοί είναι οί μόνοι εχουτ&ς τήν ώο άνω Ιδιότητα; Αν οχι ηοΐοι θετιιιοι αριθμΰι 
τήν έχουν, Τέδος, μήπως τήν ώς όνοι ιδιότητα έχουν οδοί θετιιιοι αριθμοί; Θα 
δείεδωμεν ζό τ&δευταΐον. Αηδαδή, ατι διά τήν βυμιιειιριμμένην αιιοδουθιαν ^α ν ~ 

_ (~ί) **Iνεφ}■ τήν ώς άνιν ιδιότητα εχονν δδοι οί θεζνιοί. Θά Βάόωμεν 8η- 
δαΣη, οτι διά ιιάθβ. δετιαόν υπάρχει τεδηιόν τμήμα του οποίου οδοί οί οροί 
νά είναι άηοδύτως μιαρότεροι τον αριθμόν. 

’ΐβτω πραμμαη τυχών θέασής αριθμός ε. 


Διά νά είναι /α ν /<& ηρεηει ναι σρνεϊ -&<& όηδαδή ν>-^. , 

7 / άνιβότης /σ ν )<& είναι δοιηόν άδηθής, δί οδούς τούς 8ρσνς τους ε- 
χουτοις τάάιν μεμαδντεραν τον Θετινον αριθμόν ·£■. Έχομεν δοιηόν 
Υνε Φ)-£ρ ■ Άδδ’ ώς μνωβτόν, οί Οροι τής σαοδουθΐας μέ τάώιυ μεραδϋτεραα 
του Θετινον αριθμού ευραροτονυ τ&δηιόν τμήμα αυτής. 

Ζυνάμομεν δοιηόν\ άη σ/οβδήποτε ιιαι αν δοθη ο Θεηνος αριθμός Ο-, 
ενρίειιετσι τή βοήθεια, τούτου θεζαιός αριθμός Ν ( Ν —~ρ~ ) νότε οδοί οι , ο¬ 
ροί α. ν μέ τάΑιν ν > ~= Ν νά ηδηροϋν τήν άνιβότητα Ια ν /<5. Εις το ψαι- 
νόμενον τούτο δψ,είδεζσι ααί ή ηαρατηρηθειεα ουβεωρευβις τών ορίων τής 


ανοδουθκχς περί τό μηδέν ναι μονού. 

Ζυμψωνούμεν νά δαμΒάνωμεν ιό ανωτέρω φαινόμενου ώς δασιν, δια 
τόν όριβμόν τής μηδένισής (χνοδονθιας, η ως δεμωμεν της αιιοδονθιας με 
οριον τό μηδέν. Αίδσμεν δίοιπόν τόν υόχωθι όριυμον: 

I) Λέραμεν άη μία. αυοδονθ/α είναι μηδενηιή, (η οτι ενριιδίνει ηρδς η> 
μιηδέν) τότε τιαί μιονον, νταν δια νόθε θετιιιον ε, ύηαρχιη τεδιιινν τμήμα, 
χήα άζινόονδίας, ταοΰτον ώντε οδοί ο/ οροί ανιόν να είναι αηαόνηνα μ*-~ 


τψοτεροι ναΰ ε 

Είναι φανερόν, οτι τό ώς άνω τεδινόν τμήμα, δέν είναι απαραίτητους 
πάντοτε <£α> νοώ τό αυτό, έιδδά έάαρτάται από τήν ενδορην του θεχιιιρο αρι¬ 


θμόν <5. 

Ααμβάνοντες ύη οριν τόν έριβμόν τού τεδιιιοΰ τμήματος·, διατυποϋμεν 
μέ τον ιιάτωθι ισοδύναμον τρόπον τόν ορισμού της μηδένισής ανοδονθιας. 

II) Αέμομεν δη μία ήνοδονθία /ο.»} είναι μηδενηιη, τότε ναι μόνον, ό¬ 
ταν διά νόθε ε >■ Ο, νηάρχη τάάις ν φ =,ν 0 (ε), (ν 0 ε φ) τοκτντη, ωετε ο/)οι 
οί οροί α- ν με’ νεφ>- ν 0 νά ηδηρονν τήν άνιεότητα. /α ν /<ε. 

ΤΤσρατηρήβεις ? „ 

1. Ή τσάια Ρ, έΑόρτόται εν μένει από τήν έιιδομήν τον θεζιτιοϋ αριθμόν 
ε ιιαί ΐΜχταβαενάέεται τή βοήθεια τούτον. 

2. Αά είναι απαραίτητον νά άησιτήβαίμεν ν 0 ςφ. Τό τεδιιιον τμήμα δια το 

όποιον όφ&ίδει νά είναι Ια ν /<&, δύναται νά ιιαϋωριβθη έυ των ορών τής 
αιιοδονθιας μέ τάάιν V > Ν(<5)ι= Ν οπού Ν>0. * 

Αυνάμεθα δοιηόν νά δώ&ωμεν ναι υατα τρίτον τροπον (ιεοδυναμον 
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πράα; τούς δύο πρώτους) τόν οριβμόν της μηδενικής ακολουθίας ■ 

ΠΙ) Αερομεν οτι μία ακολουθία /υ ρ } είναι μηδενική, τότε καί μόνον δ~ 
τον, /ί > Ο, υπάρχει θετικός ήριθμός Ν=Ν(ε) έία νά είναι /α ν Ι<ο 
Ϋνςφ μί ν> Ν(ε) 

3 . Το νόημα της μηδενικής ακολουθίας είναι τό ακόλουθον ■ 

Οίεδόποτε ιιαι' αν δοθή δ Θετικός άριθμός ε, οϊ όροι της ακολουθίας 
μέ την ιδιότητα /α ν /<<; βνρκροτοΰν τελικόν τμήμα της ακολουθίας. άόν 
υπάρχει δηλαδή οκδεις θετικός αρβμός ε, διά τόν όποιον νά μη δυνάμ&θα 
να έυρωμεν αντίστοιχον τελικόν τμήμα της ακολουθίας, ώστε νά είναι 
!<χν/<€- δι’ οδούς τούς όρους τον τμήματος τούτου. 

’άντιστονχεϊ πόντον εις κάθε Θετικόν άρ/Θμόν ο, ον τουλάχιστον τελικόν 
τμήμα-, ώστε νά οίνου. !α ν /<Γ<ί δι’ όλους τούς όρους αυτού. 

Δκχνρίνομον λοιπόν δύο τρόπους χρησιμοποιήσεων του ώς αίνιν ορισμού 

Α) "'Οταν όήτονμεν νά άηοδείάτΰμεν άτι μία. ακολουθία {θ ν / είναι μη¬ 
δενική. 

Εις τήν περίπτωση) αυτήν όψάλομεν νά αηοδάόωμεν οτι αντίστοιχον τ&- 
ήινόν τμήμα μέ τήν ιδιότητα /α. ν ] <£-, υπάρχει διά ιιάθίε Ο Ο. ΤΤρός 
τούτο όρραόομεΘα. ώς &όής .· Θεινρονμεν ιάν τυχόντα θεχικάν ε ,ιιαί 
οποδειαννομεν οτι είναι δυνατόν νά είψΜμεν τάόιν ν 0 =ν 0 (ε) (ή θετι¬ 
κόν αριθμόν Ν (ε)),μέ τόν ιδιότητα, νά είναι /α ν /<'<- δί όλους τους 
ορούς α ν μό ν > ν 0 . 

(*,Η εκάστοτε. τάόις υιαταεκευάόε-ται τή βοήθεια- τού &). 

13) {νωριόομεν οτι η άυύλουθία /«^ είναι μηδενικό. 

Τότε είναι μνωετόν, ότι ούδείς Θετικός ε στερείται τού καταλλήλου 
τελικού τμήματος διά τούς οριους τον όποιου νά είναι. /α. ν /< & ίή Ισο¬ 
δυνάμων τής καταλλήλου νάόειϋς ν 0 με !α ρ /< <5 Vν<=φ > υ> 0 ). 

Έφ ’ δεον λοιπόν ή καχόιλληλος τάόις ν 0 = ν 0 (&) υπάρχει διά ιιάΘε 
Θετικόν, Θά υπάρχτπ καί δά τούς ειδικούς Θετικούς άριΘμούς που μας 
ενδιαφέρουν Ιδιαιτέρως εις τό εόεταόδμενον πρόβλημα, 

ϊ)εί>αιοΰμεν λοιπόν τήν νηαράιν τάάεως *ί =ν ύ (ε) με. Ια ν Ι<ε 
ψνεφ > ν 0 διά τους ειδικοίο όριθμοός ε>0 οί όποια μάς ίνάιειρό- 
ρονν ιδιαιτέρως. 

■4. Τό μερονάς οτι ή άκολονθά (α. ν ) είναι μηδενική, ρράψεται ευμβο- 

λικως με. δϊτη <χ ν — Ο ίί ορ α ν ή α ν —► € ή Καί €ίη% α^ = Ο, 
ΐ; -» « ν —~ «χ 

ορ α ν =■ Ο λ αν δόν υπάρχη κίνδυνος παρερμηνείας. 


ί!5 Ιδιότητες τύν μηδενικών απαλόυΘιών. 
θεώρημα / 

Το γινόμενον μιας ψρεψμενης καί μιας μηδενικής ακολουθίας 
είναι μηδενική ακολουθία.. 

Άηόδειάις. 

’Έστιυ {^ν} φραγμένη καί {6 ν } μηδενικό ακολουθία. Θα δει'όηιμεν 
ότι ή άκολουθΐα {ο. ν β ν } είναι μηδενική. Ενδιαφέρει λοιπόν νά δείόω - 
ριεν ότι άς κάθε θετικόν ε, δυνάμεθα νά άντιβτοιχίεωμεν τ/άόιν ν 0 =- 
ν α (ε), τοιαότη^αίδτε Ια. ν βνΙ<ε Υναφ μέ ν>ν 0 . Έφ 7 όβον όμακ εδόθη 
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